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CH 04. Puissance et réplication



X. Draye – ELIA/ELI – UCL et B. Govaerts – ISBA/IMMAQ - UCL       LBRAI2222 – Compléments de biométrie et plans expérimentaux – CH04 PUISSANCE ET REPLICATION                  Page 2

Contexte

Comment déterminer un nombre approprié de répétitions pour une expérience à 
réaliser ? Le nombre d’observations recherché est celui qui nous permet de mettre 
en évidence de manière significative une différence entre deux niveaux du facteur 
d’intérêt.

Ce que l’on sait:
Plus de répétitions signifie plus d’information et une capacité à déclarer 
significatives des différences entre traitements plus petites
Moins de répétitions et/ou une variabilité résiduelle importante signifie que 
l’on risque de passer à côté de différences entre traitements.

Plusieurs éléments interviennent dans la décision:
Les ressources dont on dispose
Le choix des traitements [c’est un autre aspect de la planification]
Risques associés avec des décisions incorrectes
L’amplitude des différences entre traitements que l’on veut détecter comme 
statistiquement significative
Variabilité associée avec les mesures et les unités expérimentales
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Plan

1. Rappels d’inférence sur une différence entre deux moyennes
2. Choix du nombre de réplications sur base de la plus petite différence 

significative
3. Rappels sur la notion de puissance d’un test
4. Choix du nombre de réplications basé sur la puissance
5. Différents niveaux de réplication
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Erreur standard sur la différence

Variance d’une différence entre deux niveaux d’un facteur (fixe) :
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1 = 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝜇𝜇2 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝜇𝜇1 = 2𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜇𝜇𝑖𝑖)

Elle est toujours supérieure à la variance d’une moyenne (𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣(𝜇𝜇𝑖𝑖)) car la 
différence combine les erreurs (indépendantes) d’estimation des deux moyennes

Dans le cas d’un modèle fixe (Biométrie, Ch. 3 ANOVA1)
𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 𝜇𝜇𝑖𝑖 = 𝜎𝜎2/𝑛𝑛

On l’estime avec 𝑆𝑆2 ou 𝑀𝑀𝑆𝑆𝑀𝑀
Dès lors: 

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 �̂�𝜇2 − �̂�𝜇1 = 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 �̂�𝜇2 + 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 �̂�𝜇1 = 2 𝑆𝑆𝑌𝑌2/𝑛𝑛

On définit ainsi l’erreur standard sur la différence entre deux traitements:

𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆 = 2 𝑆𝑆𝑌𝑌2/𝑛𝑛
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Plus petite différence significative

Pour tester l’égalité des moyennes 𝜇𝜇1 et 𝜇𝜇2 de deux traitements, on utilise le 
rapport suivant:

𝑡𝑡 = (�̂�𝜇2 − �̂�𝜇1)/𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆

qui suit une distribution de Student avec N-m degrés de libertés (ce sont les d.l. 
associés à 𝑀𝑀𝑆𝑆𝑀𝑀, l’estimateur de 𝜎𝜎2 et, indirectement, de 𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆). 

On rejette l’hypothèse d’égalité des moyennes (au niveau 𝛼𝛼) lorsque

|𝑡𝑡| > 𝑡𝑡𝑁𝑁−𝑚𝑚 ; 1−𝛼𝛼/2

On peut ainsi définir la plus petite différence significative :

𝐿𝐿𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑡𝑡𝑁𝑁−𝑚𝑚 ; 1−𝛼𝛼/2𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆 = 𝑡𝑡𝑁𝑁−𝑚𝑚 ; 1−𝛼𝛼/2 2 𝑆𝑆𝑌𝑌2/𝑛𝑛

telle que toute différence entre deux traitements inférieure à 𝐿𝐿𝑆𝑆𝑆𝑆 est non-
significative. 
Cette relation relie LSD et n !!!
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Détermination du nombre de d’observations

On peut alors déterminer le nombre d’observations : 
1. On se fixe la plus petite différence (LSD) que l’on veut pouvoir détecter (e.g. 10)
2. On choisit le seuil 𝛼𝛼
3. On cherche une valeur raisonnable de 𝜎𝜎2
4. On cherche la valeur de n pour laquelle le LSD est le plus proche de la valeur 1.

Exemple:
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En pratique

On a donc besoin 
1. d’une estimation de �𝜎𝜎2 = 𝑆𝑆𝑌𝑌2
2. d’une idée de la différence que l’on veut pouvoir détecter

Il y a différentes manières d’obtenir cette information…
1. on peut réaliser une expérience préliminaire
2. la littérature peut nous donner des valeurs d’expériences précédentes
3. l’expertise du laboratoire
4. Un intervalle de +/-2S comprend 95% des observations → (max-min)/4

Rq. Le même raisonnement s’applique dans le cas d’un modèle mixte
MAIS
1. la présence de termes de covariance non nuls entre certaines observations fait 

qu’il faut modifier la définition de SED (cf Ch 03)
2. le fait que SED n’est plus construit sur le MSE fait que le nombre de degrés de 

liberté doit, lui aussi, être revu
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Puissance d’un test

La méthode présentée ci-dessus mène au nombre réplicats qui permet de rejeter 
H0 pour une différence observée �̂�𝜇2 − �̂�𝜇1 avec une probabilité de se tromper de 
1 − 𝛼𝛼.
Dans les faits, on est parfois davantage intéressé de maximiser la probabilité de 
détecter une différence 𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1 entre les vraies moyennes.
La question est alors de déterminer le nombre de réplicats qui minimise le risque 
𝛽𝛽 de ne pas rejeter H0 alors qu’une différence existe ? 

Petit rappel de proba-stat:
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Puissance d’un test – représentation graphique

Distribution de
𝑡𝑡 = (�̂�𝜇2 − �̂�𝜇1)/𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆

sous 
H0: 𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1 = 0

Distribution de
𝑡𝑡 = (�̂�𝜇2 − �̂�𝜇1)/𝑆𝑆𝑀𝑀𝑆𝑆

sous 
H1: 𝜇𝜇2 − 𝜇𝜇1 = 𝛿𝛿

𝛼𝛼

𝛽𝛽Zone de rejet de H0
|𝑡𝑡| > 𝑡𝑡𝑁𝑁−𝑚𝑚 ; 1−𝛼𝛼/2

Zone de non-rejet de H0
|𝑡𝑡| ≤ 𝑡𝑡𝑁𝑁−𝑚𝑚 ; 1−𝛼𝛼/2

Rejet à tort
H0 est vraie,
t supérieure 

au seuil 
critique

Non-rejet à tort
H1 est vraie,

t inférieure au 
seuil critique
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Facteurs qui influencent la puissance d’un test

- SED (donc 𝑆𝑆𝑌𝑌2 et n), car 𝑆𝑆𝑌𝑌2 et n déterminent la forme des courbes H0 et H1
- la valeur critique de la statistique de test (donc n et 𝛼𝛼)
- 𝛿𝛿, qui détermine la courbe H1
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Détermination de la puissance d’un plan

On trouve plusieurs méthodes dans la littérature (et les logiciels) pour déterminer 
la puissance d’un plan donné. En « testant » une série de plans, on peut alors 
choisir le nombre de réplicats fournissant une puissance donnée.

1. Si on peut écrire la distribution de la statistique de test sous l’hypothèse H1, 
alors on peut déterminer l’aire « noire » sous la courbe correspondant à H1 et 
donc la probabilité de ne pas rejeter H0 sous l’hypothèse H1.

2. Sinon, on peut simuler un grand nombre de jeux de données indépendants 
pour lesquels on pose la différence vraie entre les moyennes et réaliser le test 
pour chacun de ces jeux de données. La puissance du plan est alors 
approchée par la fraction des jeux de données pour lesquels le test a bien 
mené au rejet de H0. Cette méthode s’applique aisément à une grande variété 
de plans.

Gbur et al. (2012) Analysis of Generalized Linear Mixed Models in the Agricultural and 
Natural Resources Sciences, ASA-SSSA-CSSA publishing. (Chapitre 7)
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Détermination de la puissance d’un plan

L’exemple ci-contre illustre 
l’influence du nombre x d’unités 
expérimentales et du nombre s 
de mesures par unité sur la 
puissance d’un plan comprenant 
2 traitements, si 𝜇𝜇1 = 95, 𝜇𝜇2 =
100, 𝜎𝜎𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟2 = 5 et 𝜎𝜎2 = 10

Agronomy Journal 107:692

s = 2
x = 4

T1 T2 T1T2T1T2 T1 T2

1
6
8
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Exemple en R avec le package simr (méthode 2: simulation)
require(lme4)

require(simr)

simrOptions(list(progress = FALSE))

## Etape 1: on crée un dataframe contenant les facteurs en colonne, et dont le nombre de lignes 
correspond au plan. Ce dataframe ne comprend pas la variable observée. Dans l’exemple qui suit, on 
considère deux traitements, quatre parcelles pour chaque traitement, une observation par parcelle.

X <- expand.grid(obs = 1, trt = c(1, 2), rep = 1:4)

X$trt <- as.factor(X$trt)

X$rep <- as.factor(X$rep)

## Etape 2: on crée les vecteurs des paramètres fixes (b) et aléatoires (V et s) 

b <- c (90, 5) ## (m + alpha1, alpha2 – alpha1)

V <- 5         ## Variance rep

s <- sqrt(10)  ## erreur standard résiduelle

## Etape 3: on génère le modèle avec les paramètres forcés

mod1 <- makeLmer(y ~ trt + (1|rep:trt), fixef = b, VarCorr = V, sigma = s, data = X)

print(mod1)

Linear mixed model fit by REML ['lmerMod']

Formula: y ~ trt + (1 | rep)

Data: X

REML criterion at convergence: 41.07

Random effects:

Groups   Name        Std.Dev.

rep      (Intercept) 2.236   

Residual             3.162   

Number of obs: 8, groups:  rep, 4

Fixed Effects:

(Intercept)         trt2  

90            5 
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## Etape 4: on simule les jeux de données et calcule la puissance

simr::powerSim(mod1, nsim = 200)

Power for predictor 'trt', (95% confidence interval):

80.00% (73.78, 85.31)

Test: Likelihood ratio

Based on 200 simulations, (1 warning, 0 errors)

alpha = 0.05, nrow = 8

Exemple en R avec le package simr (méthode 2: simulation)
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Exemple en R avec le package simr (méthode 2: simulation)

## On crée le dataframe avec le nombre max de parcelles par traitement (rep) et d’observations par parcelle

X <- expand.grid(obs = 1:4, trt = c(1, 2), rep = 1:4)

X$trt <- as.factor(X$trt)

X$rep <- as.factor(X$rep)

b <- c (95, 5)

V <- 5

s <- sqrt(10)

mod1 <- makeLmer(y ~ trt + (1|rep:trt), fixef = b, VarCorr = V, sigma = s, data = X)

# On évalue la puissance pour un nombre variable d’observations

pc_obs <- powerCurve(mod1, within = 'trt+rep', breaks = 1:4, nsim = 1000)

plot(pc_obs)

# On évalue la puissance pour un nombre variable de rep

pc_rep <- powerCurve(mod1, along = ‘rep', breaks = 1:4, nsim = 1000)

plot(pc_rep)
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Différents niveaux de réplication

La réplication sert à estimer les différentes sources d’erreurs dans une 
expérience:
- variabilité entre différents échantillons d’une même unité expérimentale
- variabilité entre différentes unités expérimentales ayant le même traitement
- variabilité entre différents groupes (année, site, zone, expérimentateur, 

machine,…) d’unités expérimentales.

La réplication peut se réaliser à différents niveaux:
- plusieurs échantillons dans une unité expérimentale (pseudo-réplication)
- plusieurs unités expérimentales ayant le même traitement
- plusieurs groupes d’unités expérimentales
- …

Ces différents niveaux de réplication et leurs conséquences sont illustrés dans les 
dias suivantes, avec différentes expériences dans lesquelles 16 parcelles sont 
utilisées pour analyser les effets de 4 traitements.
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Un peu de vocabulaire pour parler le même language

Agronomy Journal 107:692
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Différents niveaux de réplication

𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝜇𝜇+𝛼𝛼𝑖𝑖 +𝜀𝜀𝑖𝑖 +𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖

L’effet fixe des traitements contient une composante aléatoire dont la grandeur ne 
peut pas être estimée. On ne peut donc pas vraiment attribuer l’effet traitement 
aux traitements appliqués.
La seule composante aléatoire estimée est la résiduelle et elle est souvent plus 
faible que la composante expérimentale. Le test F risque donc d’être plus élevé.

Traitement et unité 
expérimentale sont 

confondus.
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Différents niveaux de réplication

𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝜇𝜇+𝛼𝛼𝑖𝑖 +𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖 Unité expérimentale 
et unité d’observation 

sont confondus.

Avec ce nombre d’unités expérimentales, les traitements sont bien répliqués.
La confusion entre les unités expérimentale et d’observation fait que l’on ne peut 
les estimer séparément. 

Completely
randomized

design
(CRD)
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Différents niveaux de réplication

𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝜇𝜇+𝛼𝛼𝑖𝑖 +𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

On a ici deux niveaux de réplication: deux unités expérimentales au niveau 
des traitements et deux unités d’observation au sein de chaque unité exp. 
On peut ici estimer séparément les deux composantes de variance.
Les unités d’observation d’une même unité exp. ne sont pas indépendantes.

Completely
randomized

design
(CRD)
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Différents niveaux de réplication

𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝜇𝜇+𝑏𝑏𝑖𝑖 +𝛼𝛼𝑖𝑖 +𝜀𝜀𝑖𝑖𝑖𝑖 +𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

Les unités expérimentales sont groupées en blocs, chaque bloc comprenant 
l’ensemble des traitements. Ceci permet de prendre en compte les effets 
communs aux unités expérimentales d’un même bloc (e.g. exposition serre)
On peut estimer séparément les deux composantes de variance et l’effet bloc
Les unités d’observation d’une même unité exp. ne sont pas indépendantes
Les unités expérimentales d’un même bloc ne sont pas indépendantes

Randomized
complete

block design 
(RCBD)
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Le cas du split-plot design (pour réfléchir)

𝑌𝑌𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 =𝜇𝜇+𝑏𝑏𝑖𝑖 +𝛼𝛼𝑖𝑖 +𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖 +𝛽𝛽𝑖𝑖 +𝛼𝛼𝛽𝛽𝑖𝑖𝑖𝑖 +𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 +𝑜𝑜𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

Deux facteurs fixes (A et B) croisés, deux niveaux chacun.
Deux blocs complets (on y trouve les 4 traitements)
Au sein des blocs, on a deux sous-blocs, confondus avec le facteurs A
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Quelques leçons

Les réplications sont nécessaires pour quantifier les sources d’erreur
La réplication peut être réalisée à différents niveaux
• Elle doit au moins l’être au niveau de l’unité expérimentale (l’unité la plus petite 

à laquelle on applique un traitement)
• Elle doit l’être à des échelles spatiales et temporelles qui correspondent avec 

l’application des traitements

Déterminer le nombre de réplication n’est pas qu’une question de feeling, de 
protocole, ou d’imitation. 

On peut déterminer le nombre de réplications en fonction de plusieurs cibles (nous 
en avons évoqué deux)

Déterminer le nombre de réplications est une décision essentielle qui conditionne 
largement la valeur de l’expérience. Les chapitres suivants traitent d’autres 
décisions…
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Glâné dans la littérature…

Agronomy Journal 107:692

Gbur et al. (2012) 
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