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Bornes supérieures,
inferieures et exactes



® On s'intéresse au temps calcul (ou a I'espace mémoire) nécessaire
pour résoudre un probleme

® | 'analyse expérimentale présente de nombreuses limites pratiques et
théoriques
® | es données du probleme sont un facteur important vis-a-vis du
temps et de |'espace nécessaire
> On étudie généralement le(s) pire(s) cas
® |a complexité temporelle est une analyse asymptotique (lim,_,~.) du
nombre d'opérations effectuées par un algorithme selon la taille du
probleme
> Donc on peut négliger les constantes (variable mais ne dépend pas de
la taille du probléeme)
> Donc on s’intéresse aux opérations primitives plutét qu’aux
opérations élémentaires

= mais le calcul du nombre d'opérations primitives est long ...



Reprenons le compte des opérations primitives

Algorithm: arrayMax

Input: A un tableau de n entiers (n > 0)

Output: La valeur maximale dans A

currentMax < A[0] 2

for i< 1ton—1do 1+2.(n—1)+2.n

L if currentMax < A[i] then 3 n—1
| currentMax < A[i] 2 n—1

return currentMax 1

i+ -+ =i< i+ 1: 2 opérations primitives ; i< n—1: 2 opérations primitives

Dans le pire cas (p.ex. A en ordre croissant), 9n — 3 opérations primitives
Dans le meilleur cas (p.ex. A en ordre décroissant), 7n — 1 opérations
primitives

On souhaite une fonction qui indique le nombre d’'opérations primitives
pour un probléme de taille n quelconque



Intuition sur les notions de bornes

return

On souhaite une fonction qui indique le nombre d'opérations primitives
pour un probléme de taille n quelconque
Candidates :
o f{n}="Fn—1-—troppetit danstepireeas
On s'intéresse généralement au pire cas
® f(n)=9n— 3 : trop grand dans le meilleur cas
Besoin de “compter” le nombre d’opérations primitives

Borne supérieure

Fonction qui renvoie un nombre toujours supérieur, ou égal, au nombre
d’'opérations primitives réellement effectuées pour n'importe quelle
instance de taille n



|!| La notation

Une mesure de l'ordre de grandeur d'une fonction

Définition : © (“grand O")
f(n) € O(g(n)) si 3c >0, Ing > 1 tels que f(n) < c.g(n), Yn > ng

, cg(n)

La fonction g(n) consitute
fm)

® une borne supérieure de f(n)
&(n)

® 3 une constante multiplicative c prés

® et pour autant que n soit suffisament [t
grand "




Utilisation de la notation
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9n—3 € O(n) car 9n—3 < 9.n pour n >



Utilisation de la notation
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Utilisation de la notation

® On s'intéresse a la borne la plus simple et la plus stricte possible
» 9n—3 € O(n)
> n est une borne supérieure de 9n — 3, a une constante multiplicative
prés (p.ex. 9)

e || suffit de garder les termes dominants et supprimer les constantes



Termes dominants
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Utilisation de la notation

e 2100 ~ 126 x 1030 € O (1) car 2190 <

.1 pour n >

® n® ¢ O(n*) mémesin® < .n? pour n < 300 (voir plus ..)

9e+07 8e+09

1000'::5 — 1000'::§ —

8e407 s 7e+00 4

7e407 / 6e400

6e+07 56400

5e+07

4e+07 de+09

3e+09

3e+07 -

2e+07 / 20409 //

tes07 - _~ 1e+09 - -

° //5/0 100 150 200 250 300 ° o 200 44;;/ 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Relations de dominance

Important !
nl > 3" 2" n3 > n’> > nlogn>n>/n>logn>1

® 1! croit (finalement) plus vite que toute exponentielle

® 3" croit plus vite qu'une autre exponentielle b” de plus petite base
(1<b<a)

¢ Toute exponentielle (de base > 1) croit plus vite que toute puissance

e 1? croft plus vite qu'une autre puissance n” de degré moindre
(b< a)

® | e logarithme croit moins vite que toute puissance positive, méme
fractionnaire (log n < /n = n2)

® | e logarithme croit néanmoins et finira donc par dépasser n'importe
quelle constante (log n > 1)



Exercices sur I'identification des bornes supérieures :
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_1_big0


https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_1_bigO

Retour & notre exemple

Algorithm: arrayMax )
Input: A un tableau de n entiers (n > 0)
Output: La valeur maximale dans A
currentMax <+ A[0] 0(1)
for i< 1ton—1do O(n)
L if currentMax < A[i] then o(1)

| currentMax + A[l] o(1)
return currentMax 0(1)

La complexité temporelle de I'algorithme est globalement en O(n)
® Meilleur cas : 7n—1 € O(n)
® Pire cas :9n—3€0O(n)
® Tous les cas € O(n)

On ne calcule pas le nombre d'opérations primitives (ni élémentaires)
mais on raisonne en ordre de grandeur avec la notation O (ou 2 ou ©)



Un exemple déja vu

1 Algorithm: surprise
Input: Un entier strictement positif n
Output: Un tableau A de taille n+ 1 vérifiant une propriété a découvrir
for i< 0 to n do
temp < i
for j< 1to 3 do
L temp < temp X i

Ali] - temp

return A
L

Determinez la complexité temporelle de I'algorithme surprise

surprise € O(n) (en réalité ©(n))



Oméga

Q désigne une borne inférieure : 7(n) € Q(g(n)) si g(n) € O(f(n))
Par exemple, n* € Q (n?) car n? € O (n®)
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Notation

Théta

© désigne une fonction asymptotiquement équivalente :
f(n) € ©(g(n)) si f(n) € O(g(n)) et f(n) € 2(g(n))
Par exemple, 9n —3 € ©(n) car 8.n < 9n—3 < 9.n pour n >
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Pourguoi distinguer

Algorithm: arrayFirstNegative
Input: A, un tableau de n entiers (n > 0)
Output: L'indice du premier entier negatif dans A
for i<~ 0ton—1do
L if Al]] <0 then

| return

return —1 A

. J

La complexité temporelle
® dans le meilleur cas est O (1) mais aussi © (1)

® dans le pire cas est O (n) mais aussi ©(n)

La complexité temporelle de firstNegative est globalement en O (n),
mais pas en © (n)



Pourguoi distinguer () et

( Algorithm: arrayMax
Input: A un tableau de n entiers (n > 0)
Output: La valeur maximale dans A
currentMax «+ A[0] (1)
fori<1ton—1do O(n) Q(n) = ©(n)
if currentMax < A[/] then (1)
| currentMax < A[i] o(1)
return currentMax o(1)
(& J
Note

La complexité dans le meilleur cas n'est pas toujours, en ordre de
grandeur, inférieure a la complexité dans le pire cas Par exemple, la
complexité dans tous les cas de arrayMax est © (n)

® Meilleur cas : 7n— 1 € O(n) mais aussi O(n)
® Pire cas : 9n — 3 € O(n) mais aussi O(n)

® Tous les cas € ©(n)



Exercices sur la relation entre fonctions :

https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_2_Relations

Exercices sur les notations 0,2, O :

https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_3_Notations_vrai_faux

Exercices sur les notions de bornes :

https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_4_Summary

Exercices sur I'analyse de complexité d'algorithmes :
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_5_mystere
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_6_secret

https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_7_paire_max_brute
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https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_3_Notations_vrai_faux
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_4_Summary
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_5_mystere
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_6_secret
https://inginious.org/course/prepa-master/Algo_7_paire_max_brute

La complexité temporelle d’un algorithme mesure comment évolue le
temps calcul du programme associé

> lorsque la taille du probleme augmente
> en négligeant des constantes multiplicatives et des termes
non-dominants
Ces complexités s'expriment en O (borne supérieure), Q2 (borne
inférieure) ou © (borne exacte)

La complexité dans le pire cas peut étre différente de la
complexité dans le meilleur cas

» Exemple : ©(1) meilleure cas, ©(n?) pire cas = globalement O(n?)

La complexité dans le pire cas est parfois égale a |la complexité
dans le meilleur cas

> Exemple : ©(n) meilleure cas, ©(n) pire cas = globalement ©(n)
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