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LBIRA2101 - Formulaire - Partie GLM (chapitres 1 a 5)

Equations des modéeles étudiés

Modele statistique a réponse quantitative continue normale (linéaire ou non linéaire) :
Y = f(X5 X0 X336, 6,,.,0,) + €, = f(x;30) + £, avec & ~iN(0,0%)et i=1,..,.N

Modele linéaire simple : Y, = B, + B,x, + ¢,

Modele ’'ANOVA1: ¥V, =y +¢,=u+a,+¢;avec ;=0 i=1...m et j=1..n

Modele 'ANOVA 2: Y, =y, +&;, =u+o,+f,+y,+¢&,

Modele d'analyse de covariance: Y, = B, + &, + B,x, +y,x, + €,
V4

Modele linéaire par rapport aux parametres : g(¥;) = E/J’jfj (Xijore X5 Qoo O ) H €
=1

Modele linéaire simple

D =00, -3 S,

Estimateurs des parametres : /3’0 =)y- /3‘1)? et =

i E (x, —Xx)? S_
6 =5t ) e =——N(v,- B, - $x,)* = MSE
N _ 2 Z i n— 2 Z i 0 17V
Mesures d’ajustement R* =1- SSE R .=1- MSE
SST ! MST
Distributions d’échantillonnage des estimateurs
A 1 x A 1 A x’
~N|B,, 07| —+=— ~N| B, 0°— cov(B,,B,)=-S>—
By (/50 ( NS )) B, (ﬁl Sxx) (By-B) S
(N-2)s*
T g A
Prédiction

’ T k. A _p 0. v
Réponse moyenne prédite en X=x*: fy o = B+ Bx =Y

Intervalle de confiance pour la réponse moyenne

ok 73k 1 (.)C%L - )_6)2
2 2
[Y - tN—2;l—a/2Sﬁy|X* Y+ tN-z;l-a/zsﬁW] avec Sﬁw* =S (ﬁ + S—

XX

Intervalle de prédiction pour une observation

[?* B tN—2;l—a/ZSP’YA* + tN_z;l—a/ZSP] avec S, =5+ S;Y =52 (1 N (x S—X) )

XX

Formule (générale) du test F de signification de la régression appliqué au modele linéaire
simple

(SSERestreint - SSE, Complet )/(dl dlC) _ (SST - SSE) _ MSM

obs SS

~F

/dl, MSE MSE dig=dic e = T n-2SOUS H,

Complet

Fonction de vraisemblance

N X 1 v, =B, - /))lx)
L(O) = )= | —— ——d 5
O) = [p0s0) =T o= 2P0




Modele d’ANOVA I (facteur fixe)

Ecriture matricielle du modele (exemple avec m=3, nj=4 et N=12)

Y] [u+eq] Jen] [1 1 0 0] Kt
¥, u+a €1 1100 €1
¥, u+a €13 1100 €13
Y, u+a €14 1100 €14
Y, u+a, & 1010 “ &1
Y=|Y,|=|u+a,|+|e,|=|1 0 1 0|x “ +&6, |=XP+e X =
Yy, u+a, €y 1o 10 “ &1
Y, u+a €4 1010 “ €24
Y, U+a, €3 100 1 &3
Y, u+a, & 1001 €5
Yy u+a, e (1 O 0 1) €33
Equation de décomposition de variance
SS totate = SSvtodcte + S Erreurs = SStraitements + 5 Erveurs
220,77 —ZE(Y 7y +2H (%, = 1)y
Estimateurs des parametres
Q=Y avec Z=%;YU et @2=52=MSE=ﬁ_= ]21(”_2)2

distribution d’échantillonnage et intervalle de confiance sur les moyennes
2 2
o = S
~ N(Auﬂn_) Y: + tN—m;l—a/Z _

i i

Modele d’ANOVA 2 - facteurs fixes et plan balancé

Equation de décomposition de variance

2 1Z(Y,,k Y)-Z Z(Y Y)+2 Z(I,k 5

SSTotale = SSModéle + SS
N -1 ab -1 N -ab degrés de liberté

a b n _
SS vtodete = 2 E 2 (Yl, - Y..)2
=1 71 12

Erreurs

O 0 O = == =0 O OO

S O O O O O O = = =

T 1
[S— p— [S— p— [S— [S— [ [S— [S— [S— [S—y

==t k= =1 =1 k=

T = iy =

=SS, +8S,+5S,,



Espérances des carrés moyens

E(MSA)=02+nbiai2/(a—1) E(MSB)=02+na§/3’jz/(b—1)
EMS ;) =0’ +n2§y; /(a—l)(b—l) E(MS,,,,)=0"

Modele linéaire général (facteurs fixes quantitatifs ou qualitatifs et erreurs iid)

Equation du modele sous forme matricielle
Y=XB+& avece~N(0,0°1,)

Yest Nx1 XestNxp Pestpxl etegest Nxl
Estimateurs des parametres
~ _ . 1
p=X'X) X'y &°=5 -—2(Y B'x,)’ -—(y XB)'(y - XB)
N-p N -
Matrice de variance covariance des paramétres : V(B) = o> (X' X)‘
Distribution d’'une combinaison linéaire des parametres estimés:
LB ~N(LB,0’L(X'X)"'L")
Prédiction en un nouveau vecteur X=x*
Y= A&Y\r* = + B x*=x*p
Intervalle de confiance sur la reponse moyenne et intervalle de prédiction
I_Y Iy- p;l—a/zs(ﬂy\x*)ay + tN—p;l—a/ZS(lquc*)J avec SEW = §7(x*(X'X) "' x¥)

I_Y _tN—p;l—a/ZSPﬂj}* +tN—p;l—a/2SPJ avec S, =S§7(1+x*(X'X)"' x*)

Test F général pour modeles emboités
HO : modele restreint y =X,p, +¢, H1:modele complet y =Xp+e.=X,B, +X,B, +¢&.
Statistique de test
(SSERcstreint - SS Complet )/(dl dlC) B'L' (L(X' X)_l L')_l Lﬁ / pz
obs = =
SSE

= ~F avec P =
/dl,. SSE ¢y /(N = D) P2,N=p P =P,

Complet

Estimation et tests généraux sur des combinaisons de parametres ou contrastes
Combinaison linéaire de parametres : 1B = 1,8, +/, 8 +..+1,_ B,
Distribution d’échantillonnage d’une CL: 1§ ~ N(1B,o’1(X'X) ")

Intervalle de confiance sur une CL: 1p:1p = EyrteanSVIX X) T
Test sur une combinaison linéaire simple

1f-1
Hy B =1, < H 1B =1B, 1, =—= b 60_ ~t,_. sousH,
S

Test sur un contraste multiple

Hy LB=0< HLB=0 F _Lp)ax Ly Lpg ~F

obs Sz q,N-r

sous H,

Fonction de vraisemblance
N

L(0) - H J—exp( Loober )) (2zro~2)‘2exp(— _BX)(y -B'X)




Modeles linéaires aléatoires et mixtes, variables quantitatives (chapitres 6 a 9)

Equation des modéles étudiés

Modele d’ANOVA 1 aléatoire : ¥, = u+a, +¢,
avec i=1.m j=1.n a,~iN(0,0)) ¢ ~iN(0,0°)
Modele d’ANOVA 2 aléatoire hiérarchisé: Y, =u+a,+b,, +¢;

J@)
avec i=l.a j=1.b k=1.n, a ~iN(,0,) b, ~iN(@0,0;) &, ~iN(0,0%)

i)
Modeéle mixte : Y, = u+a, +b; +(ab), +¢;

avec i=1.a j=1.b k=1.n b,~iN(0,0;) (ab),~iN(0,0,,) &, ~iN(0,0°)

Modele de plan en bloc aléatoire complet: ¥, = u+a; +b, +¢;

avec i=l.a, j=1.b b, ~iN(0,0;) ¢&;~iN(0,0°)

Modeéle d’ANOVA I aléatoire - méthode GLM

Ecriture matricielle du modeéle : Y =XB+¢& (cf ANOVA I fixe)

Equation de décomposition de la variance :
SST =SSA+SSE  avec N-1,m—-1et N—m degrés de liberté (N =n.m)

71

DW= =F P T -1y + 3 ¥ ;=)
i=1 j=1 il j=1 il j=1

Espérance des carrés moyens: E(MSE)=0’ E(MSA)=0" +no,
Test d’hypothese du modele :

e = .2
H,:0,=0 vs H,:0,>0

s = MSA F(m-1,n-1) sousH,
MSE
Estimateurs des parametres :
. 1 nom n;

a=7=—3%y, =5 =MSE=;E (¥Y,-Y) 6. =(MSA-MSE)/n
N33 N—-mZ 3
Distribution d’échantillonnage et intervalle de confiance sur la moyenne :

— MSA
) Y=t an N

no. +o’
N
Différence avec le modeéle fixe :

Y ~N(u,

o,=0,+0" etdeslors cov(Y,Y,)=0. et cov(Y;,Y,,)=0



Modeéele A’ANOVA I aléatoire - méthode MIXED

Ecriture matricielle du modele: Y=XB+Zu+¢ , avec
u~N@O0,G) G=01,
e~NO,R) R=0°I,
Y ~N(Xb,V) ou V=ZGZ'+R

V= on V= =o'l +o.1

a nxn

Fonction de vraisemblance :
[=logL=—-%log2m - +log|V|-1(y-XB)'V'(y-XB)
Estimateurs des parametres par maximum de vraisemblance :
a=Y  6.=1(1-LH)MSA-MSE]  6°=MSE

Fonction de vraisemblance retreinte :
avec K tel que K'X =0

[= IOgL = —%rK 10g2ﬂ—%10g|K'VK|—%y'K(K‘VK)"K'y

Estimateurs des parametres par maximum de vraisemblance restreint :
B=(X'V'X)"X'V'y , ce qui donne pour une ANOVA 1 :
a=Y  G=(MSA-MSE)/n 0 =MSE

Test d’hypothese par modeles emboités :
H,:Modele restreint : Y, = u+¢;, ¢, ~ N(0,0%)
H, :Modele complet :Y, = u+a,+¢, a,~N(0,0;) & ~N(0,07)
avec des vraisemblances L(R) et L(F)

LRT =-2[log, L(R) - log, L(F)] ~ x; avecp=1



Modele d’ANOVA 2 aléatoire, facteurs hiérarchisés

Equation de décomposition de variance :
SST = SSM + SSE avec N-1,ab-1et N —ab degrés de libert¢ N =abn

Sii(yﬁk Yy - nii(?u -Yy’ +§§’S(Yiﬂ< _Yzj)2

i=l j=I k=1 i=l j=1 i=l j=I k=1
SSM = SSA + SSB(A) avec ab-1,a—-1et ab- a degrés de liberté

a a

S8 -7 o ST -7 +n S ST, Ty

b
i=l j=1 k=1 i=1 i=1 j=1

Espérance des carrés moyens :
E(MSA)=0"+nbo’ +no;  E(MSB(A)=0’+no, et E(MSE)=o"
Estimation des parametres :
0> =[MSA—-MSB(A)]/ nb 0. =[MSB(A)-MSE]/n et &°=MSE
Tests d’hypothese basé sur les carrés moyens :
H,:0.=0 H,:0.>0  MSA/MSB(A)~F(a-1,a(b-1)) sous H,
H,:0,=0 H :0,>0  MSB(A)/ MSE ~F(a(b-1), N -ab)) sous H,
Formulation matricielle du modéle (méthode MIXED) :
Y=XB+Zu+¢ ,avec
u~N@0.G) G=01,
e~NO,R) R=0"1,
Y ~NXb,V) ou V=ZGZ'+R

Structure de la matrice G :

G=[((;)“((;] ot G,=01, et G,=0.1,
b

Structure de la matrice V (pour un example oua =b =n =2)

2 2 2 2 2 2 2
0,+0,+0 O,+0, o, o,
2 2 2 2 2 2 2
Ve V, 0 ot V| Tty o, +0,+0° O, o,
0 V i 2 2 2 2 2 2 2
2 o, o, 0,+0,+0 O0,+0,
2 2 2 2 2 2 2
o, o, o, +0, 0,+0,+0

Tests d’hypothese selon la méthode MIXED:

Appliquer la méthode des modéles emboités séparément pour chaque facteur

Distribution d’échantillonnage et intervalle de confiance sur la moyenne :

MSA
N

Y +¢

a-l;1-a/2

2 2 2
Y~N(u,nb0a +]1:]0,] +0 )



Modele mixte, facteurs croisés

Ecriture matricielle du modele: Y=XB+Zu+¢ , avec
u~N@O0,G) G=01,
e~NO,R) R=0°I,
Y ~N(Xb,V) ou V=ZGZ'+R

Yo | - . &
Y 11 11 b €11y
Y 11 u 1 1 b, €121
Y = Yoo |11 |y o, |+ . x ab, 4| &2 =XB+Zu+e
Y, i i o i } ab,, &1
Y, {1 1 1 aby, &1
£ 1 1 1 1 ab,, €1
I Yo ] ) | €2

Structure de la matrice G :

G=[ GO“ GO ] oo G,=01, et G, =01,
ab

Structure de la matrice V (pour un example oua =b =n =2)

2 2 2 2 2 2 2
o,+0,+0 O0,+0, o, o,
2 2 2 2 2 2 2
V=V<=V-= o,+0, o,+0,+0" O, o,
11— Y27 Y37 2 2 2 2 2 2 2
o, o, o,+0,+0" O0,+0,
2 2 2 2 2 2 2
o, o, o,+0, o,+0,+0

Conséquences de la définition du modele :
2 2 2
Y, ~Nlu+o,0,+0,,+07]

Equation de décomposition de la variance : cf ANOVA 2 (facteurs fixes et croisés)

Espérance des carrés moyens :

2
E(MSA)=0" + nbE—O‘fl +no?, E(MSB) =0 +nao’
a —

E(MSAB)= 0" +no., E(MSE)= 0"

Test d’hypothese sur le facteur fixe basé sur les carrés moyens :
MSA

MSAB
Méthode générale d’inférence sur une combinaison des effets fixes et aléatoires :

B] avec L=[u:a1 a,1b, byiab, ab, ab,, abzz]

u
B ]; L| B ]itﬁmz\/LéL'
. ,

u

Hy:oy=.=a,=0 ~F(a-1,(a-1)(b-1)) sousH,

Combinaison linéaire L

Intervalle de confiance pour L




ou C, la matrice variance-covariance de f§ etu
Test d’hypothese général sur une combinaison des effets fixes et aléatoires :

HO:L[ B =0 HI:L[B ]=0
u u
Contraste simple : ul o

\/ﬁ approx. v

|

= ™™

}‘L'(L'CL)“L[

= ™

] ~ F(rank(L),0)

Contraste multiple et test général :
rank(L) approx.

Modéle mixte, cas du plan en blocs aléatoires complets

Particularité par rapport au modeéle mixte croisé :

g,=Y,~Y, estégala (ab),=Y,~Y, -¥,+Y dumodele mixte croisé
Espérance des carrés moyens :
2
E(MSA)=0" + bE_ail E(MSB)=0"+ac? E(MSAB)=0>
a -

Structure de la matrice V :

= Vl
V‘[ 0V,

2 2 2
o,+0° O,
2

avec V=V, = S
o, o,+0




REGRESSION LOGISTIQUE

Y une variable de Bernoullj, i.e. Y € {0, 1} = {échec, succes}.

— Si on dispose d'un échantillon iid Y3,...,Y, de Y, alors 'EMV de p =
P(Y =1) = P(S) est

Y., Yi nombredeS
n  nombre total

S
p= Z~aN(p,p(1—p)/n).

— On appelle cote ou chance de succes le rapport

PO p

O(S)_ﬁ_ﬁy

— Soit Z une v.a. qui prend deux valeurs : “1 = G1" et “2 = G2". Soit p; =
P(Y =1|Z=1) et pp=P(Y =1|Z =2). Le rapport

0y p2/(1—p2)

est appelé rapport des cotes de succes. LEMV de or est

S1€2

A

e1sy
Pour une taille de I’échantillon grande,
In(0r) ~, N(ln(or),az), avec 62 =1/s1+1/e;+1/sy+1/es.
— Soit X une variable continue. On note par p(x) = P(Y = 1|X = x).eto(x) =

p(x) N _— .
T—pto- L€ modele logistique stipule que

p(x)
1-px)

=logistic(Bo+ B1x).

logit(p(x)) Eln( ):[30+,61x

PO = e

o(x+1)

Interprétation des parametres : ePo = 0(0) et P = oG

— LEMV B = (Bo, B1) de B = (Bo, B1) satisfait
B~aN2(B, Vp),

ou Vg est une matrice de variance covariance.

1



— Au niveau a, pour tester I'hypothese Hy : f; = ,6(1’ contre Hy : 1 # ,6(1’, la
p-valeur (asymptotique) est

P(y% > 2%,

R _ RO
ouz=LP_ N1

o1
— Un intervalle de confiance (asymptotique) a 95% pour ; est donné par

B1+1.966.

— Pour une valeur de x donnée, le modéle estime que

1

— = logistic(By+ B x
P v g (Bo+ P1x)

px) =

Soit 62(x) = 6% + xzﬁf +2x001. Un intervalle de confiance (asymptotique)
a 95% pour p(x;) est donné par

logistic((Bo+ B1x) +1.966 (x)).

— Si le modele s’ajuste bien, alors les valeurs prédites seront proches des
valeurs observées. Dans ce cas,

Sj—S]'
\/tjﬁj(l—ﬁj)

avec ﬁjzsj/tj»§j: tjﬁj et6j=5'(Xj).

ej= = N(0,1), (pearson)

logit(p)—Po

— Pour obtenir une probabilité de succes p il faut fixer x a x, = Br

LEMV de x,, est

logit(p)—p
%= M ~g N(xp,az(xp)/ﬁ%).

B
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