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LBIRA2101)–)Formulaire)–)Partie)GLM)(chapitres)1)à)5))
)
Equations)des)modèles)étudiés))
)
Modèle'statistique'à'réponse'quantitative'continue'normale'(linéaire'ou'non'linéaire)':''
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Modèle'linéaire'simple':'Yi = β0 +β1xi +εi  '
Modèle'd’ANOVA'1':' iiijiijiij n,...,jm,...,iY 1et        1     0  avec  ===Σ++=+= αεαµεµ '
Modèle'd’ANOVA'2':'Yijk = µij +εijk  = µ +αi +β j +γ ij +εijk  '
Modèle'd’analyse'de'covariance:'Yijk = β0 +α j +β1xi +γ j xi +εijk  '
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Espérances'des'carrés'moyens'
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Distribution'd’une'combinaison'linéaire'des'paramètres'estimés:'
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# #

5%67.(#6B,CDE,#G#'.;'*%8)(#18;)')018+;#A# #

# #

5%67.(#>8H*(#A# #

# #

5%67.(#6(#<.'=#(=#J.%0#'.;'*%8)(#0%><.(*#A#Yij = µ +!i + bj +"ij #
# avec i =1..a, j =1..b bj ~ iN(0,! b

2 ) "ij ~ iN(0,!
2 ) #

#
!
8#'96(!'I1JKL1!/!;6,;-#*%(!M!+,-B#'(!Q.8!
#
-0)8*/)(#>'*)808(..(#6/#>%67.(#A# #?0P#,CDE,#O#P8H(@#
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!

-+<;)'=0(#6(+#0'));+#>%4(=+#A#### #

V(+*#6B14<%*17+(#6/#>%67.(#A##

#

-+*8>'*(/)+#6(+#<')'>7*)(+#A#

#

38+*)8J/*8%=#6B;01'=*8..%=='K(#(*#8=*()&'..(#6(#0%=P8'=0(#+/)#.'#>%4(==(#A##

# #
!

38PP;)(=0(#'&(0#.(#>%67.(#P8H(#A##

#

!
! !

Yij = µ + ai +!ij
avec  i =1..m  j =1..n ai ~ iN(0,! a

2 ) "i ~ iN(0,! 2 )

Yijk = µ + ai + bj (i) +!ijk
avec  i =1..a  j =1..b  k =1..nij ai ~ iN(0,! a

2 ) bj (i) ~ iN(0,! b
2 ) "ijk ~ iN(0,! 2 )

Yijk = µ +!i + bj + (!b)ij +"ijk  
avec  i =1..a  j =1..b  k =1..n bj ~ iN(0,! b

2 ) ("b)ij ~ iN(0,!"b
2 ) #ijk ~ iN(0,! 2 )

Y =X!+ "

SST = SSA+ SSE avec N !1, m!1 et N !m degrés de liberté (N = n.m)

(Yij !Y )2
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ni

"
i=1

m

" + (Yij !Yi )
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E(MSE) =! 2 E(MSA) =! 2 + n! a
2

H0 :! a
2 = 0 vs H1 :! a

2 > 0
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N
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MSA
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2 +! 2 et dès lors cov(Yij,Yij ' ) =! a
2 et cov(Yij,Yi ' j ' ) = 0
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# '&(0# #*(.#9/(# #
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Y =X!+Zu+ "
u ~ N(0,G) G =! a

2Im
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!
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"
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"
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!1K 'y
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H0 :Modèle restreint :Yij = µ +!ij !ij ~ N(0,"
2 )

H1 :Modèle complet :Yij = µ + ai +!ij ai ~ N(0," a
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2 )

LRT = !2 loge L(R) ! loge L(F)[ ] ~ ! p
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#

Q%)>/.'*8%=#>'*)808(..(#6/#>%67.(#?>;*1%6(#5O2-3@#A##

#S#'&(0#

# # #

Y*)/0*/)(#6(#.'#>'*)80(#G#A#

#####%]##### #####(*##### #

Y*)/0*/)(#6(#.'#>'*)80(#V#?<%/)#/=#(H'><.(#%]#a = b = n = 2@#

#

V(+*+#6B14<%*17+(#+(.%=#.'#>;*1%6(#5O2-3A#

# ,<<.89/()#.'#>;*1%6(#6(+#>%67.(+#(>J%\*;+#+;<');>(=*#<%/)#01'9/(#P'0*(/)#
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SST = SSM + SSE avec N !1, ab!1et N ! ab degrés de liberté N = abn
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i=1
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" = bn (Yi. !Y )
2

i=1

a

" + n (Yij !Yi. )
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RÉGRESSION LOGISTIQUE

Y une variable de Bernoulli, i.e. Y 2 {0,1} ¥ {échec, succès}.
– Si on dispose d’un échantillon iid Y1, . . . ,Yn de Y , alors l’EMV de p =

P (Y = 1) ¥ P (S) est

p̂ =
Pn

i=1 Yi

n
= nombre de S

nombre total
¥ s

n
ªa N (p, p(1°p)/n).

– On appelle cote ou chance de succès le rapport

o(S) = P (S)

P (E)
= p

1°p
,

– Soit Z une v.a. qui prend deux valeurs : “1 ¥ G1" et “2 ¥ G2". Soit p1 =
P (Y = 1|Z = 1) et p2 = P (Y = 1|Z = 2). Le rapport

or (S) = o1

o2
= p1/(1°p1)

p2/(1°p2)
,

est appelé rapport des cotes de succès. L’EMV de or est

ôr = s1e2

e1s2
,

Pour une taille de l’échantillon grande,

ln(ôr ) ªa N
°
ln(or ),æ2¢ , avec æ̂2 = 1/s1 +1/e1 +1/s2 +1/e2.

– Soit X une variable continue. On note par p(x) = P (Y = 1|X = x). et o(x) =
p(x)

1°p(x) . Le modèle logistique stipule que

log i t (p(x)) ¥ ln

µ
p(x)

1°p(x)

∂
=Ø0 +Ø1x

, p(x) = 1

1+e°Ø0°Ø1x
¥ log i st i c(Ø0 +Ø1x).

Interprétation des paramètres : eØ0 = o(0) et eØ1 = o(x+1)
o(x) .

– L’EMV Ø̂= (Ø̂0, Ø̂1) de Ø= (Ø0,Ø1) satisfait

Ø̂ªa N2(Ø,VØ),

où VØ est une matrice de variance covariance.
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– Au niveau Æ, pour tester l’hypothèse H0 : Ø1 = Ø0
1 contre H1 : Ø1 6= Ø0

1, la
p-valeur (asymptotique) est

P (¬2
1 > z2),

où Z = Ø̂1°Ø0
1

æ̂1
ªa N (0,1).

– Un intervalle de confiance (asymptotique) à 95% pour Ø1 est donné par

Ø̂1 ±1.96æ̂1.

– Pour une valeur de x donnée, le modèle estime que

p̂(x) = 1

1+e°(Ø̂0+Ø̂1x)
¥ l og i st i c(Ø̂0 + Ø̂1x)

Soit æ̂2(x) = æ̂2
0+x2æ̂2

1+2xæ̂01. Un intervalle de confiance (asymptotique)
à 95% pour p(x1) est donné par

log i st i c((Ø̂0 + Ø̂1x)±1.96æ̂(x)).

– Si le modèle s’ajuste bien, alors les valeurs prédites seront proches des
valeurs observées. Dans ce cas,

e j =
ŝ j ° s j

p
t j p̂ j (1° p̂ j )

º N (0,1), (pearson)

avec p̃ j = s j /t j , ŝ j = t j p̂ j et æ̂ j = æ̂(x j ).

– Pour obtenir une probabilité de succès p il faut fixer x à xp = l og i t (p)°Ø0
Ø1

.
L’EMV de xp est

x̂p = log i t (p)° Ø̂0

Ø̂1
ªa N (xp ,æ2(xp )/Ø2

1).
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